Teilchenaggregation in Chemotaxis

Ana Canizares Garcia

LMU Minchen

Bad-Tolz

26.02.15



Mikroskopische Herleitung der Keller-Segel Gleichung

e Zusammenfassung des Projekts
I. Einfiihrung: Chemotaxis
ii. Makroskopische und mikroskopische Darstellungen
iii. Ziel: Herleitung
e \Vorstellung der bisherigen Arbeit: Aggregation in der mikroskopischen Gleichung
I. Aggregation fiir N =3
ii. Kernidee: Besselsche Prozesse

iii. Verallgemeinerung: N beliebig



Ein mathematisches Modell fir Chemotaxis 3/16

e Was ist Chemotaxis?



Ein mathematisches Modell fir Chemotaxis 3/16

e Was ist Chemotaxis?

I. Taxis aus dem altgriechisch t&éic,,Ordnung”: Ausrichtung von Lebewesen nach
einem Reiz.

ii. Chemotaxis = Orientierung aufgrund von chemischen Reizen.

iii. Andere Beispiele: Phototaxis, Gravitaxis, Electrotaxis...



Ein mathematisches Modell fir Chemotaxis 3/16

e Was ist Chemotaxis?

I. Taxis aus dem altgriechisch t&éic,,Ordnung”: Ausrichtung von Lebewesen nach
einem Reiz.

ii. Chemotaxis = Orientierung aufgrund von chemischen Reizen.
iii. Andere Beispiele: Phototaxis, Gravitaxis, Electrotaxis...

e Dictyostelium discoidium (Dicty): Motivation der Keller-Segel Gleichung.
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Makroskopische und mikroskopische Darstellungen

2 Perspektiven:

Makroskopisch [Keller-Segel, 1970]

0 1
a7 (@) =5 Vo (K pt) (@) pi(2)) + Ag pe().
Poblationsdichte p: R x R* — R
K:R?— R?, K(z)=—; Coulomb Wechselwirkung

o Jef?
Aggregation «— lim; .7 || pt||cc = 00 fiir T' < 0.
Bekannt: Aggregation <— M > 8, M::fR2p0

[Dolbeault et al., 2004], [Blanchet et al., 2006], [Blanchet et al., 2008].
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Makroskopische und mikroskopische Darstellungen

2 Perspektiven:

e Mikroskopisch

X; €R? Teilchen, i=1, ..., N
M =Totalmasse
e Aggregation von X;, X; <= 37T < oo mit X;(t) =X (t) fur jedes t > T

e Kiritische Masse fiir Aggregation?
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K (x):= fiir e >0, Ko(z):= fir a € (0,1).

[Haskovec et al. 2009], [Godinho et al. 2013].

e 1. Aggregation in der mikroskopischen Gleichung?
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Essei N=3 und X;, 1=1,2,3 die Losung der mikroskopischen Gleichung.
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Essei N=3 und X;, 1=1,2,3 die Losung der mikroskopischen Gleichung.

Satz. Fiir die Teilchen X;, 1=1,2,3 gilt
i. Eine 3-Teilchen-Kollision ist stabil <= M > 8.

ii. Eine 2-Teilchen-Kollision ist stabil <= M > 12 .

Aulerdem
jii. P(3-Teilchen-Kollision|kein 2-Teilchen Aggregat) = { (1) %;j; .
iv. P(2-Teilchen-Kollision|kein 3-Teilchen Aggregat) =1.

Folgerung. Aggregation von Teilchen findet genau dann statt, wenn M > 8 .
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Ein stochastisches Prozess Y, heillit Bessel-Prozess der Ordnung v € IR, wenn es
Losung der SDE

d|Y,|*’=vdt+2Y,dB, Y,(0) =,
ist.
Lemma 2. Fiir Y, gilt mit wahrscheinlichkeit 1 folgendes:
i.Ist v>2 und y+0, so trifft Y, die 0 nie.

ii. Fiir 0 <v <2 trifft Y, die O und verlasst sie sofort wieder.

iii. Fiir v <0 trifft Y, die O und bleibt fiir immer dort.

[Bass. Stochastic Processes. Cambridge University Press, 2011.]
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e Substitution

:¥’ UQ;:L(Xl—I—XQ—QXg) und U3;:L(X1—|—X2—|—X3)

o WE NG

e Mikroskopischen Gleichungen werden

dU; — 1M U12_ \/§U2+U12+ \/§U2—U12 dt +dB
2\ 67\ [Ui* |V3U;+Uh|?  |V3U2—Uy

AU, — 1 M [ \/§U2—|—U12_ \/§U2—U12 dt-+d B}
23\ 27 ‘\/§U2+U1‘ ‘\/§U2—U1‘

dUs = dBj.
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e Esgilt
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+2Usd B5.
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Skizze: Substitution I

e Esgilt

M (o (X X3) (X1 - Xo) | (Xo— X3) (X2 — X))
2 _
d|tn)? = (127(” R T R oy ot +2 ) dt

+2U; dB{

d|Usf? = (_M(2+(X1_X3)(X2_X3)+(X2_X3) (Xl_X?’))JrQ)dt

127‘(‘ ’Xl—X3’2 ‘XQ—X?)’Q

+2Usd B5.

e Plan: Vergleiche U; und Us mit Bessel-Prozessen.
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Skizze: 3-Teilchen-Kollision

0 4 8 127
e 3-Teilchen stoBenzusammen < |(Uy, Us)|*=0.

e (Ujy,U,) ist ein Bessel-Prozess der Ordnung v3:= —% + 4:

M
4 |(U, )P = (—ﬂ+4)dt+2<U1,U2>d<Bi,Bé>.

Es sei (U1(0),U3(0)) = (uy,u2). Fallunterscheidung aus Lemma 2

. M<4r und (uy, u2) #0 = keine 3-Teilchen-Kollision findet statt.
. 47 <M <8 — 3-Teilchen-Kollisionen finden statt, aber sind
unstabil.

. M >8m — 3-Teilchen-Kollisionen finden statt und sind stabil.
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Am 87
2-Teilchen (X1, X5) stoRen zusammen <= |U;|?=0.

U7 ist kein Bessel-Prozess aber...

In der N&he einer Kollisionszeit zwischen X; und X5 (aber nicht X3) ist
|(X1 —X2)| < ‘Xl —Xg‘, ‘XQ —X3|. Dann g”t

d |02~ (2_ 6%) dt +2U,dB].

Es sei VQZ:2—%7T und U;(0) =u;. Es gilt

6
M <0 und u; #+ 0 = U, trifft die 0 nie.
O<M<127 — 2-Teilchen-Kollisionen finden statt, aber sind
unstabil.

M>127 —— 2-Teilchen-Kollisionen finden statt und sind stabil.
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Folgerung. Aggregation von Teilchen findet genau dann statt, wenn M > 8 .



Vielen Dank fiir eure Aufmerksamkeit!



